Funciones reales by Acevedo Frías, Bernardo
15. 10. 9 
f (X)- IX l — |X-1| +|X+2| 
X si X 7 0 X-l si x •> 1 
IX| = 0 si X= 0 Ix-iH si X = 1 
- X si X < 0 a - x si X < 1 
X + 2 si 
0 si 
X > -2 
X = - 2 |X + 2l 
- (X + 2) si X < - 2 
luego se anulan los valores absolutos en X=0,X=1 y X=-2 
y así analizamos en cada intervalo como se muestra en la 
figura siguiente: 
I xt r _ 
|TUl= - -
1%~H= 
o 
Y ~ |x| - ix-il + i m J ; 
r - Y + 1'i -Z'l-
= - X - 3 
0 
Y - ixl- |<-i| f Ixu/s 
X + x- i 
- + i 
0 
0 
Y= ¡xi-lz-ti+ltol 
= %+Z-l + U 2 
- 3 X + ! 
+ * 
Y - Ixl-U-ll^^ 
- X + 5 
f ( x ) = < 
luego tenemos que : 
' - X - 3 si X < - 2 
X+l si - 2 < X < 0 
3X + 1 si 0 < X < 1 
X + 3 si X/yl 
Dp es el conjunto de los números reales y R =[-l, + co) 
Un bosquejo de su gráfica se observa en la figura siguien-
t e. 
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k 15.10.LO f(x)-\/ |o-X-X 2 | . 
fife-X-X2 = V 2 5 / 4 - ( x + y í 7
2
 Si b - X - X 2 = ( X + 3 ) ( 2 - X ) ^ 0 
t v x ) - | 
^ X 7 ^ 6 = \ / ( X + y 2 )
2 ^ i 7 4 si 6- X- X 2 =(X + 3) ( 2-X) < O 
El conjnto soljción de las desigualdades anteriores se ob-
serva en la figura siguiente : 
i - - - - 4- -f- H r -4- -V -f- + +- -v- -v- -f -4-
X 4- + -v • 
Z 
— — " h 
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D f es el conjunto de los números reales y H f = (_0,+oc>) 
un bosquejo de su gráfico se observa en la figura siguien-
te r 
C-'hfi) ^o) v 
15.10.11 Resolución de algunas igualdades y desigualda-
des en valor absoluto. 
15.10.11.1 Hallar el conjunto solución de \X\j] 
en efecto: 
A = ( - » ,0) 0 B = [0,*®) 
I X | = 
- + + -
En A tenemos que \X| = -X 7 lc=>X 4. -1 , pero en A, X < 0 
y asi X£ (-00,-1) = X t {. ( - 0 0 ,-1 ) 0 ( -00 ,0)] 
En B tenemos que ^X|= X 7 1 y X ? 0 entonces X t (1 , + CD ) 
La solución total es (-00 ,-1 )Vj O » ) 
También lo podemos hacer así: 
1 XI 7 (IXl < 1 < x <• ^(-0D ,-1 )u (1 .+<*>)] 
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15.10.11.3 Hallar el conjunto solución de \X-2\74 
En efecto : 
A= (-0D ,2) 2 B = [2,+ 00) 
X-2 si X >,2 
[2-X si X < 2 
En A tenemos que l X-2 \ =2-X ylX-2| = 2-X 7 por hipótesis, 
luego - 2 7 X ,ademas X <, 2 entonces Xi , 2 ) 0 ( - C D ,-2)") = 
Xe(-0b ,-2) . 
En B tenemos |X-2j =X-2 , X-2 > k y X > 2 entonces X / 6 -
Solución total es (-CD ,-2)U (6, +00) 
Otra forma de hacerlo : 
\X-2\ykt=7 [X-2< q^cj [-¿fí; X - 2 ¿ [ - 2 ¿ X ¿ 6]" 
xe[(-ot> , - 2 ) ü ( 6 , + cd )] . 
15.10.11./+ Hallar el conjunto solución de |X|+\X-l| + ^ X-2l<.¿+ 
En efecto : 
A= (-00 ,0) 0 B= 0,1) 1 C=[l,2) 2 D= (2, +ao ) 
l x 1 • 
|X-1t 
1 X-2 1 - - -
- V 4- 4-
-4-4- 4- -V 4-
- + +--V--V- -T--T- -V 
-V- -V -4- 4- , 
+ 4- -V- 4- 4 . 
\X| = 
X si X ^ 0 
-X si X < 0 
lx-11 = 
x-1 si 
1-X si x <1 
|X-2\= 
X-2 si X >t 2 
2-X si X < 2 
En A tenemos que|Xl=-X , lX-1j=1-X , |X-2|= 2-X ,y asi 
\X\ +\X-U +\X-2| =-3X+3 < k , pero en este intervalo X < 0 
luego solución en A,(-1/3,0) 
En B ,|Xj-X ,\X-l\=1-X , lX-2\= 2-X , así | X\ +\X- 1 \ + \X-2| = 
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-X+3 < h so X ? -1 y así la solución en B es [ 0 , 0 pues 
X > -1 y X€[0,1) . 
En C,|X\=X JX-1\= X-1 , 1 X-2\ = 2-X y así |X 1 + IX-11 + \X-2| = 
X + 1 < í+^X < 3 , pero 1 < X < 2 luego la solución en este 
intervalo es [1,2) . 
En D,|X| =X , lX— 1 \ =X-1 , \X-2\ = X-2 ,\X\ + \X- 1\ + \X-2| =3X-3 < k 
<=f>X<7/3 , pero X.£ 2 luego solución en D es [2,7/3) 
Solucion total Q-1/3,0 )U [0, l)ü[l , 2)U [2,7/3) - [-'/} 
2X-5 
15.10.11.5 Hallar el conjunto solución de 
En efecto : 
I2X-5 
x-6 
< 3 
[ 2 X - 5 U 3 | X - 6 l 4 B > ( 2 X - 5 | - 3 | x - 6 | < 0 
5 / 2 B= [5/2,6) 6 C=[6,+ ® ) 
¡x-6 
A= (-0D,5/2) 
|2X-5| = 
IX—6l = 
f 2 X - 5 Si X ¿ 5 / 2 
12X-5I = { \ X - 6 | 
[5-2X si X < 5/2 
En A,]2X-5\ = 5-2X ,lX-6l=6-X luego |2x"-5| -3lX-6| 
5-2X -3(6-X) = -13+X <0<^7 X < 13,pero X < 5/2 y así la 
solución en A es (-CD,5/2) . 
En B , |2X-5|=2X-5 , 1X-6|=6-X luego \2x-5\ -3\X-6\ = 
5X-18-5C0<=?X <23/5,pero 5/2 < X < 6 y así la 
solución en B es [5/2,23/5) 
En C j2X-5l=2X-5 , |X-6| = X-6 , |2X-5| -3 |X-6| =-X + 13 < 0^=7 
1 3 <x , pero X > 6 ,luego s o l u c i ó n en C es (13, + cD) 
Solución total (-CD ,23/5)U (1 3, + © ) 
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15.10.11.6 Hallar el conjunto solución de la igualdad 
| 2X-6 \ = 14-5X1. 
En efecto : 
Las posibilidades son ,2X-6 =4-5X y 2X-6 = -(4-5X) y 
resolviendo cada una de ellas obtenemos X=10/7»X=-2/3 
Otra forma de hacerlo : Elevando al cuadrado tenernos 
(2X-6) 2 =|2X-6| 1 = l4-5Xl l= (4-5X) 2 . 4X 2-24X+36 = 
16-40X+25X 2 2IX 2-16X-20 = 0 y las raices son 
X=10/7 ,X=-2/3 . 
Otra forma de hacerlo . 
f2X-6 si X >/3 ¿+-5X si 4/5 >/X 
|2X-6l 14-5X\ = 
¡ 6 - 2 X s i x ( 3 5 X - 4 S i 4 / 5 < x 
A, (-CD ,4/5) B= [4/5,3) 3 C= [_3,
 4 co) 
I2X-6I = 
|4-5Xl = 
En A , |2X-6|= 6-2X ,14-5X1 =4-5X luego 6-2X=4-5X<^7 
-2=3X X=-2/3 ,pero X<,4/5 y así solución en A es 
X= -2/3 . 
En B (2X-6U6-2X ,|4-5Xl=5X-4 luego 6-2X=5X-4 
t 10=7X^0 X= 10/7 ,pero 4/5 < X <3 y así solución en 
B,X=10/7 
En C,12X-6\= 2X-6 ,l4-5Xj=5X-4 luego 2X-6 = 5X-4 
X=-2/3 pero X ^ 3 luego solución vacia en C 
Solución total X=10/7,X=-2/3 . 
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15.10.11.7 Hallar el conjunto solucion de |X-7|=3 
En efecto : 
De acuerdo con la definicón de valor absoluto tenemos que 
X - 7 = 3 o X-7 = - 3 y así el conjunto solución es X=10,X=¿+. 
Otra forma de hacerlo : 
| X-7 j
 2
 = ( X - ? )
2
 =9 X 2 - 1 4 X +49 =9 X
2
-1z+X+¿T0 =0 
(X-10)(X-/+)=0 luego X=10,X=¿+ 
Otra forma : 
A = Í - C D , 7 ) 7 B = ^ 7 , + ® ) 
X-7 + + -+ + + T + + + + + + + 
En A
;
| X - 7 | = 7-X =3ís=?X=4 , luego 7 )= M , así 
, es solución en A . 
En B , }X-71 = X-7 = 3¿=?X=10 , ^10\q(7, +0D ) * ^lOjasí 
X=10 es solución en B . 
solución total X=10,X=/+ . 
15.10.11.8 Encontrar un número positivo M talque 
\ X^-2X
2
+3X-/+|<M para X en [-3,3] 
En efecto : 
\X
3
-2X
2
+3X-¿+ + \-2X
2
1 + \3x\ + =1x1^+2 jxt2 +3lxl+ k <. 
3^+2x9+3x3+4 =58 = M , 
15.10.11.9 Hallar los X tales que X
¿
- 2 | X | - 3 = 0 
En efecto : S i X ? 0 X
2
- 2 lX\-3 = X
2
- 2 X - 3 =(X-3)(X + 1 
X=3,X=-1,y la solución es X=3 ya que X 7 O 
S i X < 0 X
2
- 2 IXj-3= X
2
+2X-3=Ü=(X+3)(X-1 ) -
y así X=1 no sirve . 
Solucion total es X= 3 
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15.10.11.10 Hallar el conjunto solución de la desigual-
dad | X-2| - IX+61 ¿3 En efecto: 
A— (— tu ,-6) -6 B= [ - 6 , 2 ) 2 C= [2, +0> ) 
X-2 
x+6= 
En A tenemos que |X-2(=2-X ,|X+6|=-(X+6) y asi 
|x-2|-jx+6l = 2-X+X+6 =8 <3 ;una contradición, 
en este caso no hay solución en A. 
En B tenemos que \X-2l=2-X, I X + 6 U X + 6 y asi|X-2|-
lx+6l = 2-X-X-6 = - 2 X - 4 < 3¿=> -7/2 ¿ x ;pero Xt£-6,2) 
luego la solución en B es [-7/2,2) 
En C ,JX-2|-l X+6J =X-2-X-6 =-8 s<3,en este caso[2 ,+a>) 
es la solución en C.Solución total [-7/2, + OD ) 
16. Función Signo de X 
Está definida de la siguiente forma: 
f (X) = 
1 si X > 0 
0 si X= 0 D f los números reales y R f = ( o,1,-1^ 
-1 si X < 0 
Su gráfico se observa en la figura siguiente: 
r 
Cuando escribamos a x , diremos que a es la base y x es el 
exponente . 
Sea a un número real diferente de cero y n un número natural,definimos 
1 n+1 n 
a =a y a = a .a . 
16.1 TEOREMAS 
1 r 1 i m n m+n ,t 16.1.J a .a =a a c R m , n e N 
16.1.2 a n . b n = (a.b) n a , b £ R n £ N 
1 £ 1 ? z' m \ n m.n „ rv 
16.1.3 ( a ) = a a i R m , n C N 
/ \ n n 16.1.4 (gj a,b £ R b,éo n e w 
16.1.5 m n - L n " 
W - a n 
Demostraré 16.1.1 y 16.1.2 .Los demás se demuestran en forma 
análoga .La demostración de 16.1.1 la haremos por inducción 
sobre n y mantendremos m fija . 
En efecto : Para n=1 , evidentemente a m . a = a r a + 1.Supongamos 
que es cierta para n=k , es decir , a m . a k = a m + k y demostremos 
que es. cierta para n=k + 1 , es decir , a m . a k f l = a m + k + 1 .En efec-
to a m . a k + 1 = a m . a k . a = a m + k . a = a
m + k + 1 ' * p o r h i P o t e s i s d e 
inducción 
La demostración de 16.1.2 la haremos por inducción sobre n . 
En efecto :Para n =1 a 1 . b 1 = (a.b)1 .Supongamos que es cierta 
k k k 
para n=k ,es decir, a ,b = (a.b) y demostremos que es cierta 
para n=k+1 .En efecto ( a . b ) k + 1 =(a.b) k(a.b) = a k . b k . a . b = 
k + 1 k+1 
a .b .* Por hipótesis de inducción . 
la base a debe ser diferente de cero pues ,o° no tiene sen-
tido y por otro lado o n =o n ¿ N n •? o Siendo a un número real difernte de cero y n e N definimos 
-n 1 o , 
a =— a =1 . n a l . 
a 
16.2 TEOREMAS Sea a,b £ R ( a,b^o , en caso de que m , n £ o ) m,ntZ 
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-> , ra n m+n i o. ¿. 1 a . a = a 
, /-->-, / riun mn 
16.2.2 (a ) = a 
16.2.3 a n . b n =(a.b) n 
Demostremos la propiedada 16.2.1 .La demostración esta hecha 
si n e N , entonces veamos que es cierta para n ¿ o . 
Si n=o »inmediata , pues a°b°=1 = (a.b)°. Para n<o entonces 
sea m=-n>o luego : 
^ u b r = ( a b , m 
Queremos ahora definir a siendo a real positivo y r un racio-
nal cualquiera . 
Siendo a un número real positivo y n e N , cada uno de los 
números reales X tales que'X n=a ,se llama una raíz enésima 
de a . Notaremos a!l(l y también por v'IP a aquella única raíz 
enésima de a que es positiva . Convendremos ademas en que 
cuando digamos la raíz enésima de a nos referimos a aquella 
que es positiva o sea a1/rj. 
Siendo a real positivo ,m,n€N definimos 
a m / n = ( a r a ) l / n 
Siendo a real positivo , m , n £ N definimos 
-m/n = 1 
16.3 TEOREMAS .Sea a,b reales positivos ,r,s racionales 
16.3.1 a r . a s = a r + s 
16.3.2 ( a r ) s = a r s 
16.3.3 a r . b r = (a.b) r 
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Demostraremos la propiedad 16.3.1 Sea r=m/n , s=p/q ,m,n,p qéZ 
n,q / o . a ^ a 5 * a m / n > a p / q 3 ( a 1 / n q )
m * O / q n V 1 1 _ U / q n \ m q + 1 ? n . 
a(mq+pn)/qn 5 a m / n + p / q _ a r + s " ' ^ 
Ahora queremos ilustrar que es a'*" d\ € f^ y para ello re-
cordemos algunos conceptos previos. 
Sea S un conjunto no vacío de números reales y supongamos 
que existe un número B talque B para todo X e S . E n t o n c e s 
se dice que S esta acotado superiormente por B . El número 
B se denomina una cota superior para S .Decimos una cota 
superior , debido a que todo número mayor que B,también 
es una cota superior . 
Sea S un conjunto no v a d o de números reales y supongamos 
que existe un número B talque X >/ B para todo X £ S .Enton-
ces se dice que S esta acotado inferiormente por B .El 
número B se denomina una cota inferior para S 
Sea S = (X € R/ 0 < X < 1] 1 es cota superior de S y 0 cota 
inferior 
A =V//n)f)¿N.1
 e s cota superior y 0 cota inferior . 
Un número B se denomina extremo superior de un conjunto 
no vacío S si B tiene las dos propiedades siguientes : 
B es cota superior de S y ningún número menor que B es 
cota superior para S . 
El extremo superior de S lo notaremos por SupS 
Un número B se denomina extremo inferior (InfS) de un 
conjunto no vacío S si B tiene las 2 propiedades siguientes : 
B es una cota inferior para S y ningún número mayor que B 
es cota inferior para S 
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Axioma de Completez .Todo conjunto no vacío S de números 
reales acotado superiormente tiene Supíi , es decir existe 
b € R talque biSupS . 
Todo conjunto no vacío S de números reales acotado inferior-
mente tiene InfS . 
Para entender que es a* oi^^ i tomemos V 2 1 y formemos 
A = jja q/q£Q, q < / 2 \ a > . Una de las cosas que 
podemos apreciar es que los elementos de A son de la for-
ma a.UrW,ri para algunos m,n<=.N con m < n . 
A f <f) , pues a^tA .Ademas A esta acotado superiormente , 
pues á m , r i { a para todo m < n ;multiplicando por a tenemos 
a . a ^ = aí+ 1Vfl=a q<a 2 y así a 2 es una cota superior de los 
elementos de la forma y como los elementos de A 
2 
son de esta forma,concluimos que a es una cota superior 
de A y por el axioma'de completez existe C t R talque 
C = SupA = a ^ 
En caso de que o <: a < 1 trabajaremos con el InfB , donde 
B = { a q / q e Q , q7\fi? ,o<a<1 \ § 
Para el caso general se puede hacer una demostración 
similar 
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Función Exponencial de base a, a>o , a*l. 
Es la relación definida por la expresión f ( x ) = a X . 
Ejemplo 17.1 
f(X)= 2 X * D f es el conjunto de los números reales y 
R f - ( o , + oo) 
Ejemplo 17.2 
f(x)= 5 D f » l o s números reales y R = (o,+°0) 
Ejemplo 17.3 
f (X )= (1/ 2 ) X D f , l o s números reales y R f = ( o , + CO) 
Ejemplo 17.4 
f(x)= (V 5 ) X .Dpflos púm.eros reales y R r = (o, + (D) 
Ejemplo 17.5 5 
Si a=e f ( X > e ,se llama función exponencial de base 
e= 2.7. .. 
Sus gráficos se observan en la figuras siguientes : 
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17.6 Recordemos algunas leyes de lo¿ exponentos . 
^ n a ^ x Y ' , 
l/.o.l a . a asa , a ) o,x,y números reales cualquiera 
17.6.2 a X > o 
17.6.3 ( a . b ) X = a X . b X ,a,b>o,x,y números reales .„ / x Ny xy 17.6.4 (a ) =a 
17.6.5 / a\ x a • - , 
V^J = —x , a , b 7 0 ,x,y números reales 
b 
17.6.6 a X x-y 
17.6.7 a 7 1 ; a X 7 l = a° para cada x 7 o y a X 1 para x < o 
X o x 
17.6.0 o < a < l , a 1 1= a ,para cada x < o y a 1 
para cada x 7 o 
1 7 . 6 . f ( x ) » a X es creciente si a 7 1 y decreciente 
si o < a < 1 
18. Función Logaritmo. 
A la inversa de la función exponencial de base a ,a? o a£l 
se llama función logaritmo de base a y se nota por f(x)= 
Log x,en simbolos y=log _ x x = a y . 
3 
Para graficar la función logaritmo,graficamos la función 
exponencial y utilizamos simetría con la recta Y=X 
Ejemplo 18.1 
y=log 2x4->X=2
y 
Ej emplo 18.2 
y = l o g e X 4 ^ x=e y 
Su gráfico se observa en la figura siguiente. 
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Y 
> r^ lo^x 
j l n z 
Ejemplo 18.3 
Ejemplo 18.4 
log4=2$=> 2 =4 £ 
logJ/2 2~l =V2 
18.5 Algunas Propiedades de la Función Logaritmo. 
18.5.1 l o g a x = x y a l o Q * * = x 
Ejemplo 18.5.1.1 l o g 3 3
4 = 4 , 4 l o g 4 3 = 3 
18.5.2 log (l*IN) = log M+log ti , M , N > 0 3 3 3 
Ejemplo 18.5.2.1 log 6=log 2.3 =log 2+log 3 =log 2 +1 
s ^ 3 3 3 
/ M 
18.5.3 log (u) =Log 1*1 -log. N 
a iv a a 
•i 
Ejemplo 18.5.3.1 Log v =log ¡ <7 -log^5 
18.5.4 log N = o ( l o g N 
a a 
Ejemplo 18.5.4.1 log_8 = log 2 3 =31og 2 =3 
Í6 1é Z 
18. 5. 5 log t N
c - - log N 3 a° b a 
Ejemplo 18.5.5.1 l o g ^ 27 
18.5.6 log, N = l o q a
N 
D log b 
l o g v 3 = 3 log ^ 3 = 3 log ^ 3 =5,1 
z* 
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Ejemplo 18.5.6.1 L o g j 2 =
 2 
18.5.7 log^bxlog^a =1 
Ejemplo 18.5.7.1 log^ 3 x l o g ^ =1 
18.5.8 a> 1 , o < X t <X%4=í?log. X H< log X* 
3 3 
18. 5. 9 o < a < 1 , o < X* < X t <=r> log X., 7 log X, 
a a 
13.5.10 3 7 ! , log X < <¡ <—7 O < X < a ¿ 
Ejemplo 18.5.10.1 log X ( 4 4o X < 2 
« 
4 
1 8 . 5 . 1 1 a ^ l , l o g X X 7 a C 
ijemplo 1 8 . 5 . 1 1 . 1 log^X 7 2 4?*7 X 7 3 2 
1 8 . 5 . 1 2 8 4 a 4 1 , l o g X ( e é » - > X ? a C 
3 
Ejemplo 18.5.12.1 log^X<4 X > ( 1 / 2 ) 4 
18.5.13 O < a < 1 , log X > c ¿=r> O ¿ X ¿ a c 
a 
Ejeplo 18.5.13.1 log^X ? 4 4=? X < (V 3)
 4 
18.5.14 Otros Ejercicios 
Hallar X tal que logjX > 4. En efecto log 3 X J 4 X ? 
Demostrar que log 27 • 2 En efecto log i V 527 =log V i 3
3 = 
¿ l o g 3 = Zlog 3 = 2 
3/2. ñ ¿ 
Demuestre que log 5 = log j LV25 . En efecto logil/25 = 
* ifc ifc 
log 4 5 = l o g y 5 
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18.5-15 Demostración de algunas propidades de la función 
logaritmo. 
18.5.15.1 Demostrar que log (MN)=log M+log N.En efecto: 3. el SI 
Supongamos que log aM=v entonces M = a
V y que log aN=u enton-
ces N = a u y asi log (MN)=log ( a v a u ) = log a v + u =v+u =log M+ a a a a 
l o g N . 
a 
y ¡V 1 Qg M = 
18.5.15.2 Demostrar que log N = <log N. En efecto:a & a 
w a a 
loe N 
a & a =N ;ahora tomemos logaritmo en base a,a la igualdad 
«XlOff N m í o ? M ot 
a a =N , es decir log a & a =log N y asi obtenemos 
a a 
<^log N =log 
di di 
oí. 
18.5.15.3 Demostrar que log C N =*log N. En efecto: E s c n -el** C di 
h a m o s ( a c ) c l o g a
N c a * l 0 6 a N =alogali< = N* ; tomemos logaritmo 
i 
en base a c a la igualdad y asi obtenemos 
l o g ^ N * = | l o g a N . 
18.5.15.4 Demostrar que log N =log, N.log b .En efecto: a o a 
a l o g a b . l o g b N = ( a l o g a b j l o g b N = b l o g b N = N y t o m a n d o l o g a r i t -
mo en base a,a la igualdad a l o g a b , l o g b N =N se tiene lo 
deseado. 
18.5.15.5 a 7 1; 0 < X t< X , 6-?log QX 1 < log X 2 .En efecto: el CA 
Si se cumple la desigualdad 0<X,<Xt entonces existen los 
números log X*log X x .Utilizando una propiedad logarit-3. * el 1 
mica escribimos X ^ X ^ e n la forma a ^ ^a'*"1^ ^ 6 
to concluimos que log aX, < l o g a X a . 
Al contrario,si log X,<log X, entonces X,,X t7 0 . Elevando a a 
el número a,a potencias con exponentes log aX^ , l o g a X t 
es decir a l 0 S a X \ a l 0 g a X * obtenemos que X-^X* (a 7 1 ) 
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19. Funciones Hiperbólicas 
Las Funciones Hiperbólicas se definen así: 
„x -x 
r Q mm Q 
19.1 Seno Hiperbólico de x =senhx = 
e x ~ x 
19.2 Coseno Hiperbólico de x = coshx = ^ — 
x — x 
19.3 Tangente Hiperbólica de x =tanhx = -e — _ s. e n. h x, 
x -x • c 5 T T T 7 
e +e 
x -x 
e +e 
19.4 Cotangebte Hiperbólica de x =cbthx - — 
% x — x 
e - e 
» • 
coshx 
s enhx 
2 
19.5 Secante Hiperbólica de x =sechx « >ü X = r e + e-
1 
coshx 
2 
19.5 Cosecante Hiperbólica de x = x -x 
e - e 
1 
senhx 
De las definiciones anteriores se pueden obtener las 
siguientes propiedades : 
2 2 19.7 cosh x - senh x =1 . 2 
9 9 í o * * ^  ^ (
 X 
En efecto: cosh x - senh x = il ) ~ ¡ = 
4 4 
2x o -2x 2x „ o -2x , 
e +2e +e -e + 2e -e - 1 
4 
19.8 l - t a n h 2 x =sech
2x . 
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. . 2 2 ? 
En efecto : Dividiendo pOr cosh x a cosh x - senh'x = 1 , 
obtenemos lo deseado . 
2 2 
19.9 coth x - 1 = csch x . 
2 2 2 
En efecto : Dividiendo por senh x a cosh x - senh x = 1 , 
obtenemos lo deseado . 
x — x 
19.10 coshx + senhx = e ; coshx - senhx = e 
19.11 senh(-x) = - senhx 
-x x 
En erecto : senh(-x) = — ~ B = - senhx . 
19.12 cosh(-x) = coshx 
19.13 s e n h ( x l y ) = senhx. c o s h y t senhy.coshx . 
En efecto : 
senhx. coshy + senhy. coshx - ( B W ^ ) - > ( e V-e~ y ) ( e % e " ") 
e X + y - e ~ ( x + y ) - senh(x+y) 
2 
19.14 c o s h ( x í y ) = coshx. coshyi senhx.senhy 
t anhx 1 tanhy 
19.1b t a n h ( x i y ) = — — 
l i t anhx. tanhy 
19.16 senh2x = senh(x+x) = 2senhx.coshx . 
2 2 
19.17 cosh2x = cosh(x+x) = cosh x + senh x 
? cosh2x - 1 
19.18 senh x = 
2 
19.19 cosh x = 
2 
cosh2x + 1 
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19.20 senhx + senhy = 2senh ^ cosh 
En efecto : senh(A+B) + senh(A-B) =2senhA.coshB;hacienao 
x = A+B y y =A-B y resolviendo este sistema tenemos que 
(x+y)/2 = A y (x-y)/2 =B y asi obtenemos lo pedido. 
19.21 senhx - senhy = 2cosh senh ^ 
19.22 coshx + coshy = 2cosh ^HF cosh ^ 
19.23 coshx - coshy = 2senh senh ^ 
19.24 senhx.senhy =ijcosh(x+y) - cosh(x-y)^ 
19.25 coshx.coshy =I^cosh(x+y) + cosh(x-y)^ 
19.25 senhx.coshy = jsenh (x+y ) + senh(x-y)} 
las representaciones gráficas oe las Funciones hiperbólicas 
se ooservan en las figuras siguientes : 
D s « ^ - ® ' ^ 5 ' ^ 
+ X 
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Funciones Circulares . 
Algunas veces es útil establecer un sistema de inorde-
nadas sobre una circunferencia .fin efecto considere-
mos con centro en (0,0) y radio 1. 
Partiendo del punto A(1,0) determinamos arcos dn lon-
gitud G sobre la circunferencia unitaria . A cada lon-
gitud de arco © corresponderá un único punto P(X,Y) 
asociado al extremo del arco ,es decir ,hemos defi-
* 2 
nido una función f : R >R 
Q '—* f(©) =(X,Y) = (cos9, sen0) 
cuyo dominio es el conjunto de los números reales 
y recorrido el conjunto de pares ordenados^(X, Y^X'+Y 2 = 1 
La variable 9 es la medida de un arco sobre la circun-
ferencia unitaria ,cuyo punto inicial es (1,0) y cu-
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yo extremo es (X,Y). se considera positivo ,si() se 
desplaza en sentido contrario a las manecillas del 
reloj y © negativo,en sentido de las manecillas del 
reloj. 
2 
f : R significa 
0 f( e ) - (X,Y) = (cos6 ,sene ) 
f < . R ? R 
9 - f( a ) = X = e o s © 
fa : R *R 
Q , f ( e ) = Y = sen d 
A partir de las dos anteriores podemos definir las 
demás funciones circulares : 
tan : R >R y s Q n é ? 
O t a n g e = — = 
X eos e 
con domi nio jetft | tos£>#0^ y recorrido los números reales 
cot : R * R Y 
X eos o 
9 cote = - = 
Y sen 0 
con dominio y recorrido los números reales 
sec : R *R ^ ^ $ *> sec tí = 
co s 9 
con dominio recorrido CDy-í^ J [4, +0ü) 
- 8k -
C S C R 
O 
-*»R 
ese e = = — — . 
Y send 
cuyo dominio es ^ y recorrido £.©,-1] U[|, + ®) 
No existen métodos algebraicos elementales para de-
terminar las cordenadas de f(6); para Q real cualquie-
ra. Sin embargo utilizando algunos conocimientos por 
ejemplo, geométricos, podemos determinar algunos. En 
efecto: 
20.1 f(o)=(l,o)=(cosí 9,sen o)y así eos o=l, sen 0=0 
20.2 f(*£)=(o,l)=(cos£ ,sen§ )y así c o s | = o , s e n £ = l 
20.3 f(rr) = (-l,o) = (cosri,senn)y así costi =-l,senn =0 
20.4 f (\p ) = (o,-l) = (cos^ 1 ,sen^?) 
20.5 f (2n) = (l,o) = (cos¿n,senzn) 
20. 6 f (-Tr) = (-l,o) = (cos(-ir),sen(-n)) 
20.7 f (-£ ) = (o,-l) = (cos(-^,Senf.n)) 
20.8 f H g ) = (o,l) = (cos-^l,sen-^) 
2 0. 9 f (~¿n) = (l,o) = (cos-M,sen-2/7) 
20.10 para calcular f (n¡4) consideramos la figura siguiente: 
X 
/ V i 
\ \ 
l * ;oJumn 
N. |/©--"/v 
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20 
El triangulo QPQ es isósceles, X=Y, como f ( 0 ) es 
un elemento de la circunferencia unitaria tenemos: 
X 2 + Y 2 = X 2 + X 2 = 2 X 2 = 1 , luego X2=1/2 y asi X = y como 
muestra la figura luego, f ( ) = ( = 
(eos n/4 , sen P/4). 
f ("nU) = ( » ( c o s ^ . s e n ^ ) 
.11 Para calcular f (™/fc) consideramos la figura siguiente; 
Para el triangulo OPQ sabemos por geometría que el 
cateto menor es la mitad de la hipotenusa,luego el 
cateto menor es igual 1/2 y por el teorema de pitago-
9 2 2 2 2 3 t 
ras tenemos que: X +Y =X +0/2) =1, luego X =- y asi 
y como muestra la figura X= w - luego, 
" 2 
f(n/í») = (l'|,.|) = (cosn/¿ , s e n ^ ) 
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12 Para calcular f(^fo) consideramos la figura: 
2 1 3 
De la figura tenemos que, Y =1—- = — es decir, 
Y=* — luego, 
f » ) = ( - , ^ f ) = (cosn/3,senn/í,) 
f (-'nM = (\,-^f) = (co s-n/j, se n-«k) 
.13 Algunas Propiedades de la Funciones Circulare 
2 2 
2 0 . 1 3 . 1 Sen A+Cos A=1 en efecto: 
Sabemos que para cualquier punto f(A)sobre la 
2 9 
circumferencia unitaria tenemos que X +Y"=1 y 
asi remplazando X=cosA,Y=senA tenemos que, 
2 2 
ben A+Cos A = l . 
2 2 
20.13.2 1 + Tag A =Sec A . Dividiendo por 
2 2 2 
Cos A a Sen A + Cos*"A =1 obtenemos lo deseado 
2 2 
20.13.3 1 + Cot A =Csc A .En efecto:Dividimos por 
2 2 2 
Sen A a Sen A + Cos A =1. 
28.13.4 Cos(A-B) » CosA.CosB + SenA.SenB 
La medida del arco entre P(8) y P(A) es A-B. 
Observemos que la distancia del punto P(A) al punto 
P(B) es igual a la distancia de P(l,0) al punto P(A-B) 
Para la figura a , d ( C o s A - C o s B ) ( S e n A - S e n B ) 2 * 
Para la figura b , d 2 = ( C o s ( A - B ) - l ) 2 + ( S e n ( A - B ) - 0 ) 2 
igualando estas expresiones tenemos que: 
Cos(A-B) = CosA.CosB + SenA.SenB 
20.13.5 Cos(-B) = CosB .en efecto: Cos(-B) =Cos(0-B)= 
Cos O.CosB + SenO.SenB =CosB 
20.13.6 Cos A) =SenA AeR .En efecto : Cos (n/^-A) = 
Cosn/^.CosA + Sen"/¿.SenA = SenA . 
20.13.7 Sen(nji-A) = CosA AfcR .En efecto: Cos (ry-n/¿+A ) = 
Cos(njz>-(n|2<-A))= S e n ^ - A ) . 
20.13.8 S en (A+B ) = SenA.CosB + SenB.CosA .§n efecto : 
Sen(A+B) =Cos ( A+B)) =Cos( (a/z. A ) _ a ) =Cos ). CosB + 
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5en( f f/¿-A).SenB »SenA.CosB + CosA.SenB 
20.13.9 Sen2A = Sen(A+A) =2SenA.CosA 
20.13.10 SenA =Sen££ =2SenJ .Cos|. 
20.13.11 Sen(-A) =Sen(0-A) =SenO.CosA - CosO.SenA = 
-SenA . 
20.13.14 Cos(A+B) =Cos(A-(-B))=CosA.Cos3-SenA.SenB 
20.1315 Cos2A = Cos(A+A) =Cos 2A - S e n 2 A 
20.13.16 CosA = Cos2-¿. - S e n 2 ^ 
20.13.17 Cos 2A - 1 + C 0 S 2 A 
20.13.10 S e n 2 A = L z _ E £ l i A 
20.13.19 C o s 2 2 A « 1 * C° s 4 f l 
20.13. 20 Tag (A+B) . ^ n | A + B ) - ^ 
2 0 . 1 3 . 2 1 T .
9
( A . B ) - §5 J ( F C I ] - T a g A ^ T a g B 
20.13.22 23enA.CosB =3en(A+B)+3en(A-B) .En efecto 
3en(A+B)+oen(A-B)=SenA.CosB+^enB.CosA + SenA.CosB-
SenB.CosA =2SenA.C 0sB . 
20.13.23 ZCosASenB » S e n ( A + B ) - ü e n ( A - B ) . 
20.13.24 2CosA.CosB = C 0 s ( A + B ) + C 0 s ( A - B } 
20.13.25 2 S e n A . S e n B = C 0 s ( A - B ) - C 0 s ( A - B ) 
20.13.26 S e n A + S e n B = 2 S e n ( A ^ ) . C o s ( ^ ) 
E n efecto : 3en(X+Y)+3en(X-Y) =2SenX.CosY ,haciendo 
A=X+Y , B=X-Y obtenemos que X=(A+B)/2 ,Y=(A-B)/2 
y reemplazando obtenemos lo deseado. 
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20.1/+ Gráficas de las Funciones Circulares 
El comportamiento de las Funciones Circulares pue-
de estudiarse convenientemente mediante una gráfi-
ca adecuada, llevando 0 en el eje de abscisas y f(€>) 
en el de ordenada.Esta gráfica puede obtenerse di-
rectamente de la circunferencia unitaria. 
Consideremos la Función f(€>) = Sen 0 . Marquemos trozos 
de longitud | a lo largo del eje 0 y construyamos una 
circunferencia unitaria con centro en este eje.Para 
obtener la gráfica de f(0) =Sen0 ,trasladamos parale-
lamente la ordenada de P(0) hasta el punto de abscisa 
0 y unimos estos puntos para obtener una curva continua 
indefinida a izquierda y derecha ,como se muestra en 
la figura siguiente: 
Los gráficos de las demás Funciones se hacen en for-
ma análoga y se observan en las siguientes figuras: 
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Inversa de una Relación 
En una relación cualquiera R , si intercambiamos el 
orden de las componentes en cada par ordenado de R, 
obtenemos una nueva relación ; ésta la llamaremos la 
relación inversa de R y la notaremos por R~;es decir, 
si R = [ (a,b)/(a,b)€R"¡) entonces R _ t = ^(b,a)/(a,b)4R*j 
De lo anterior podemos concluir que el Dominio de la 
delación R es igual al Recorrido de la relación R ~ l y 
el Recorrido de la relación R es igual al Dominio de 
T a relación R - t 
Ej.em.pla 21.1 R = {(1,2), (3,4), (5,6)} 
-i 
D 
R " = ( 2 , 1 ) , u , 3 ) , ( 6 , 5 ) 
) R = (1»3,5^ = R p - w R r = [ 2 , 4 , 6 ^ D r-* 
Sus representaciones gráficas se observan en la figu-
ra siguiente : 
i 
Ejemplo 21.1.2 R = {(X,Y)/Y = X 2 } = {(X,X 2)/X fc 
R _ 1 = {(X,Y)/X =Y¿\ = [ ( Y 2 , Y ) / Y É R) 
D R = (-C0 ,+£D ) = RR-T .R r = [O,+<0 ) = D R - I 
Un bosquejo de sus gráficos se observan en la figura 
siguiente : 
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Ejemplo 21.1.3 f = [(X,Y)/Y =2x] = { (X,2X)/X€ r} 
f"= [(X,Y)/X=2Yj = [ (2Y,Y)/Y< R ) 
D f = (-CO , +CD ) =R = Df-\= R f-i 
Un bosquejo de sus gráficos se observan en la figura 
siguiente : 
Ejemplo 21.1.4 R = { (X,Y)/Y 2=X-l\ 
R"=^(X,Y)/X 2=Y-1i = l(X,Y)/Y=X 2+lÍ 
D R =[1,+CD) , R r = (-0D,+0D) pues Y*= X-1 y asi Y=iVx-1
l 
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D R-i = (— fD ,+<©) y R H-i= [1,+CO) 
Un bosquejo dé sus gráficos sé observan en la figura 
Ejemplo 21.1.5 R = [(X,Y)/Y 2 =X-1 5). D R =[5 ,+CD) = 
Rp-i.Para hallar el Recorrido escribimos Yc' =X-1 ; es decir, 
2 2 2 
Y +1 = X ^ 5 entonces Y + 1 # 5 y así Y 7/ 4 y sacando raíz 
cuadrada tenemos que J Y|7,2 y así Y (-flü ,-2]U [2, + 00 ) 
luego R R = ( - 0 0 , - 2 J U [ 2 , + CO) = D R-l 
R~ l= [ (X,Y)/X 2 =Y-1 , lxj¿2¡| . Un bosquejo de sus gráficos 
se observan en l a figura seguiente : 
1 > t \ I J 
7 / 
/ 
/ * 
/ R 
/ t 
/ 
/ 
/ • 
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Observando los gráficos de las relaciones anteriores 
vemos que si doblamos la hoja por la recta Y = X ;R y 
R - i c o i c i d e n ,es decir , si dibujamos la gráfica de la 
relación R con tinta y antes de que la tinta se seque 
- t 
doblamos la hoja por Y=X,obtenemos la gráfica de R 
Estamos interesados en estudiar aquellas funciones 
que son inyectivas,para que su inversa sea una funeión , 
pues si consideramos por ejemplo f(X)= X ,su inversa 
es g~tXT=¿VT que no es una función ,pües por ejemplo 
(4,2)^(4,-2). y tienen el primer elemento igual.Un bos-
quejo de sus gráficas se observan en la figura siguien-
En caso de que la función dada no sea inyectiva,podemos 
restringir el dominio de la runcion a un determinado 
conjunto donde e'sta sea invectiva ; sin alterar su 
r p r n r r i f i n Y a ^ pndftr hablar de la función inversa en 
tal conjunto . 
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21.6 TEOREMA 
Si f es una función inyectiva,existe una y solo una función 
g definida sobre el recorrido de f y que satisface la ecua-
ción f(g(X))=X para todo X en el recorrido de f 
Demostración .Vamos a construir una función g;sea XÉR^ 
entonces,tal función ha de tomar el valor de X para algún 
elemento .Como f es inyectiva puede existir solamente uno 
de tales elementos .Lo hemos llamado g(X). 
Ahora demostremos que g es única y para ello supongamos 
que existe otra función h con la propiedad de que f(h(X))=X 
para X é R f y veamos que son iguales .En efecto como f(g(X))=X 
y f(h(X))=X Para X e R f , tenemos que:f(g(X)) = f(h(X)) y de 
ésto concluimos lo ¿eseado por ser f inyectiva . 
21.7 DEFINICION DE FUNCION INVERSA. 
Sea f una función inyectiva.La inversa de f,simbolizada 
por f - 1 , e s la única función definida en el recorrido de 
•í y que satisface la ecuación ))=X para todo X en 
el recorrido de f 
Ejemplo 21.7.1 Hallar la inversa de f(X)=X^ 
D f = R f = D f - t =R f-i = ( - 0 0 , + © ) .f es inyectiva pues si 
f(X^)=f(X a) entonces X A ^ = y sacando raíz cúbica 
obtenemos que X< =X x . 
Para hallar la inversa pongamos X=f(f~ 1(X)) = ( f _ i ( X ) ) ? 
pues f(X)=X^,luego (f _ 1(X)f= X y así f" l(X)=ZflT 
También podemos hallar la inversa así :Y=X^ entonces 
X=Y^ y elevando a la 1/3 tenemos que Y=f" 1(X)= \f5P 
Un bosquejo de sus gráficas se observan en la figura 
siguiente: 
Ejemplo 21.7.2 Hallar la inversa de h(X)=2X+4 
W V 1 = V * = ( - ® > + ( D ) 
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h es inyectiva;pues si h(X 1)=h(X l) entonces 2Xi+4 =2X,.+4 
y así Xf=Xz. . 
Para hallar la inversa pongamos X= h(h - i(X)),con nuestra 
elección de h tenemos que h C h ^ X ) )=2h _ i (X)+¿* =X y así 
h~J'(X) = (X-¿f)/2 . 
La inversa la podemos calcular así : Y=2X+4 entonces 
X=2Y +4 y Y=h - 1(X)= (X-i+)/2 . 
Un bosquejo de sus gráficas se observan en la figura 
siguiente : 
Ejemplo 21.7.3 Hallar la inversa de í(X)=)FP 
D f = [0,+CD ) =R f-i. R f =[0,+CD) = D f - t 
f es inyectiva,pues si f(X1) = f(X*) entonces 
y elevando al cuadrado tenemos que X< = Xj, 
Para hallar la inversa pongamos X= f (f~'L(X) )= V f - 1 (X) 
y elevando al cuadrado obtenemos que 
f~ A(X)=X ¿ ;Xí(o, +00 ) 
Un bosquejo de sus gráficas se observan en la figura 
siguiente : 
Y 
i 
1 f / 
i x 
/ 
/ 
/ 
Ejemplo 21.7.4 Hallar la inversa de f(X)=(1-X^) +2 
D f = R f =D f-l= R f-i = (-CD ,+co) 
f es inyectiva,pues si f(Xf)=f(X¿) entonces (1-X*) +2 = 
( 1 - 4 ^+2;luego (1-Xj)';f= (1-X®//áy elevando a la quinta 
obtenemos 1-Xj = 1-X^ y así X ^ = X¿ }de donde podemos con-
cluir que X1 =X¿ . 
Para hallar la inversa pongamos X=f(f~*(X) )= (i_(f""1(X)ffe+2 
luego X-2 =( 1-(f~ l (X) ?/'/"elevando a la quinta tenemos que 
(X-2f =l-(f" í (X))3 y asi ( f" 1 (X) )* = 1 - (X-2 / y de ésto tene-
mos "que f - 1 ( X ) = ^ 1 - ( X - 2 > ^ 
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Otra propiedad importante es que si f es inyectiva 
f _ , í(f(X))=X para todo X en el dominio de f .En efecto: 
Si X€Df ,f(X)6R f y así f(f
_ 1(f(X)))=f(X) y como f es 
inyectiva concluimos que f~*(f(X))=X 
Que f~ J(f(X))=X para todo X en el dominio de f,nos dice 
— 1 * a 
que f deshace el trabajo de f .La función f lleva X 
a f(X) y f devuelve f(X) a X .Ver gráfico siguiente 
f " 1 
> m 
• — f 
Que f(f" 2(X))=X para todo X en el recorrido de f,nos 
dice que f °deshace'v el trabajo de f - t .La función f" 1 
lleva X a f _ 1 ( X ) y f devuelve f _ i ( X ) en X .Ver gráfico 
siguiente 
f 
r 7 * j 
f - 1 
Existe una relacio'n interesante entre la gráfica de una 
función inyectiva y la gráfica de su inversa .Cada grá-
fica es la imagen especular de la otra,desempeñando el 
papel de espejo la linea Y=X .En lugar de dar una demos-
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tración formal,enviamos al lector a la figura siguiente 
Como se sabe la gráfica de f consta de puntos con coor-
denadas de la forma (X,f(X)).Puesto que tiene el 
valor de X en f(X),la gráfica de f _ i está constituida 
por puntos de la forma (f(X),X).Tales puntos (X,f(X)) 
(f(X),X) son vértices opuestos del cuadrado sombreado 
21.8 Ejercicios Varios 
21.8.1 f (X) = V r x T ' D f *[l,+CO) = R r l ; R f =[o,+C0 ) = D f - i 
En efecto: Y= \f~X-11 y así X ^ l , l u e g o D f =[1, + ® ) y Y 
toma valores mayores o iguales a cero luego R^. =[0, + °0 ). 
f es inyectiva,pues si f(Xj )=f(X¿) entonces VxfT 1 = ^  X*-1' 
y elevando al cuadrado tenemos que Xj-1 = X¿-1 y así X^=X¿ 
luego existe su inversa y la calculamos así : 
2 2 
elevando al cuadrado tenemos que Y =X-1 ,luego X=Y +1 
y así f _ 1 ( X ) = X 2 +1 ,XG[0,+tD) . , 
( f o f - 1 ) ( x ) = f ( f - 1 ( x ) ) =f (x 2 +1) = V x ^ + i - i = V x 2 =lxj=x 
( r 0
l f ) ( x ) = r 1 ( f ( x ) ) = r J ( \ Z ~ x T ? ) = ( V x ^ T 5 ) 2 + 1 = 
X—1+1 = X . Un bosquejo de sus gráficas se observan en 
la figura siguiente : 
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' t 
i 
/ / / / / / „ 
/ < 
/ 
/ i 
/ 
21.8.2 Sea f(X) = 2X + 1 ;|X|¿2 .D f = [-2,+2) =K f-l 
Para hallar el recorrido escribimos Y= 2X+1 y despejando 
X tenemos que X= (Y-1)/2 , como |Xj<2 entonces lY-lL 2. 
es decir , | Y-1] $ 4 luego y así concluimos que 
-3 <. Y <. 5 entonces R f = [-3,5] - Df-i. 
Esta función es inyectiva en |X|£2 ;pues si f(Xi)=f(X¿) 
entonces 2Xj+1 =2X¿ + 1 y así X¿= X ¿ ,luego existe la inver-
sa .Sabemos que X= Y^J y así f" J(X)= X^J. Xfcf-3,5] 
2 2 
(f 0f-
4)(X) = f ( r l ( X ) ) = f((X-1)/2) =2(X-1 ) +1 = X 
i 1 1 2 
(f o f)(X)=f" l(f(X))=f" I(2X+1) = 2X+1-1 =X 
2 
Sus gráficas se observan en la figura siguiente : 
5 
- * > / 
x * y = x 
! 
' U' i 
• / L . . -í> 
/ 
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21.8.3 f ( x ) =x+3 , x e [ - 3 , i ] D f = [-3,l] =R f-i 
Para hallar el recorrido de f escribimos Y=X+3 y así 
Y-3'-=X , luego Y-37/-3 y Y-3 1 y así Y } 0 y Y <. 4 ,luego 
Yf[o,4] entonces R f = [ 0 , 4 ] = D f - i 
Como f es inyectiva tiene inversa .Sabemos que Y-3=X 
entonces f"\x)= X-3 X£ 1.0,4"] 
(f*f~ l)(X)=f(f _ 1(X))= f(X-3) =X-3+3 = X 
(f~ 1 0f)(x)= f
_ í(f(x))= f" J(x+3) =x+3-3 =x 
Sus gráficas se observan en la figura siguiente : 
/ U v - 4 
21.8.4 f(X) = X 2-1 ,'x<-1 . D f = (-C0 ,-l] = R f - i 
Para calcular el recorrido de f haremos lo siguiente : 
Y =X 2-1 ,despejamos X para obtener X = ±VY+11 , pero X es 
negativo entonces X=- \J Y+11 <. -1 , luego ]/ Y + l'¿ 1 y de ésto 
concluimos que Y ^ O y así R f = £o,+00) .^Si V Y+l'^ 1 enton 
ees Y+1 /J 0 y Y+1 7/ 1 , luego Y ¿ -1 y YZO) . 
f es inyectiva ;sabemos que X= - V"Y+I' y así f~"*(X)=-
para X«(0, +00 ) . 
(f 0f"
t)(x)=f(f- 1(x))= f(-vTx+? )= (- fxT? ) 2-i =X+1-1=X 
(f"1o f)(X)= f _ 1(f(X)) =f"- í(X 2-1) =- Vx^-l+l 1 =-(-X)= X 
Un bosquejo de sus gráficas se observan en la figura 
siguiente : 
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21.8.5 f(X)= X 2 - 1 ,X7/ 1 . D
F
 = [I ,+CD )
 =
R
F
_ / 
El recorrido de f lo calculamos así : Y= X 2-1 ,X =iV Y+1' 
como X es positivo X= /Y+1 7/. 1 y la solución de esta 
desigualdad es [0, + ¿0) = R f = D f - i 
f es inyectiva »sabemos que X= V Y+1* y así f - i (X)= V X + T 
( f 0 f "
1 ) ( X ) = f(f" 1(X))= f( V x + l' )= (l/X+1 ' ) 2-1 =X+1-1=X 
(f~j f ) ( x ) = f " i ( f ( x ) ) = r ; í ( x 2 - i ) = \ / x 2 - i + r = y F = x 
Un bosquejo de sus gráficas se observan en la figura 
siguiente: 
i 
1 
/ 
1 / r ' Vil 
/ / 
/ / ^ 
' / i, 
/ t j 
/ 
/ 
/ 
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21.8.9 f(X) = — U - »X 7 O . D r =(0 ,+00) =R.-i 
1 +X ¿ 1 1 
R f = (0,1] =D f-t 
f es inyectiva »luego existe su inversa .Como Y=' 
1 +X' 
despejando X tenemos que x=í^—^ como X>0 »entonces 
x ~V y y así 
Un bosquejo de sus gráficas se observan en la figura 
siguiente : 
21.9 Funciones Circulares Inversas . 
Sabemos que las funciones circulares no son inyectivas , 
motivo por la cual para que su inversa sea función es ne-
cesario practicar alguna restricción sobre el dominio de 
la función dada »conservando sü recorrido . 
21.9.1 Función Seno .Comenzamos con un número X en el in-
tervalo • Aunque existe una infinidad en los que 
la función Seno toma el valor de X»solamente uno de estos 
valores se encuentra en el intervalo [-£>"5] y este número 
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único se escribe como arcsenX ,es decir, 
Y =arcsenX si y solo si senY = X ; lX(¿1 
La función Y = arcsenX , lX|£l es la función inversa de la 
función Y=senX . Naturalmente no es la inversa de la función 
completa,sino mas bien la inversa de Y=senX para |X \ < n / z 
Sus gráficas se observan en las figuras siguientes. 
21.9.2 Ejemplos 
21.9.2.1 arcsenVT/t=n/4 porque senn/4=v2/z 
21.9.2.2 áresenos-"/i porque sen (-"/z)-'1 
21.9.2.3 ares en 1 x II porque senm¿ - 1 
21.9.2.4 aresenUz - % porque senn/b-l/¿ 
De la definición concluimos que sen(arcsenX)=X para cada X 
en C - 1 , 0 Y arcsen(senX)=X para cada X en n/^J 
21.9.2.5 arcsen(senn|4.)= rj/4-
21.9.2.6 arcsen(sen»rfc)= 
21.9.2.7 arcsen(sen¿77)=arcsen(sen o )= O ,Es decir el 
arcsen(sen W ) es el numero en el intervalo (rife, n/j) para el 
que,el seno toma el mismo valor. 
21 .9.2.8 arcsen(sena«/3)=arcsen(senn/^)= Til i 
21.9.2.9 ares en (sen ir )=arcsen(sen o )= o 
21.9.2.10.arcsen(seniil4)=arcsen(sen 1/^ )= tf/4 
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21.9.3 Función Coseno.Es inyectiva por ejemplo en el intervalo 
lo, n] , tomando entonces Y=cosX , X«= CcinJ podemos definir su in-
versa como : 
Y=arccosX si y solo si X= cosY , I Xl 1 y YÉ C°> f] 
Sus gráficas se observan en las figuras siguientes . 
21.9.4 Ejemplos 
21.9.4.1 arccos Vi7/?,- n/6 porque cosnlb -^¡Z 
21 .9.4.2 arccos 1 - O porque eos o - 1 
21.9.4.3 arccos (-I)RN porque COSTT--1 
21.9.4.4 arccosW/21 ~ nlí> porque eos TIli^UZ 
De la definición se sigue que cos(arccosX)=X para Xt[-1,lJ 
y arccos(cosX)=X para Xc[C|fíj 
21.9.4.5 arccos( eosn/4)= n/4 
21.9.4.6 cos(arccos-l li)= Lli 
21.9*5 Función Tangente .Es inyectiva por ejemplo en 
tomando entonces Y= tanX para X£ (-n/ZjiTfó,) podemos definir 
su inversa como : 
Y=arctanX si y solo si X=tanY X€ (-co,+oo) , Y £ ('r7/¿> 
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Sus gráficas se observan en las figuras siguientes 
^ - orcTonx 
V 
V 
x 
21.9.6 Ejemplos 
21.9.6.1 arctan 1 - rr/4 porque tann'4 = ¿ 
21.9.6.2 arctan(-f)-; - 'V4 porque tan(-n/4)--1 
De la definición se sigue que tan(arctanX)=X para X¿(-CD,+CO) 
y arctan( tanX)=X para X t (-"/a, n/z) 
21.9.6.3 tan (are tan 2, )= 2, 
21.9.6.4 arctan(tan o )= 0 
21.9.6.5 arctan (tan i7/j)= 
'1.9.6.6 are tan (tan 3n/4)= arctan( tant,-"A)) = -"Í4 
Las demás funciones se definen así: 
21.9.7 Y=arcsecX si y solo si X= secY IX!>1 Y£ [p> W¿) Ü 
21.9.8 Y=arccotX si y solo si X=cotY X £ (-oc,+00) Yt(c,n) 
21.9.9 Y= arccscX si y solo si X=cscY |X|£l Y £ [(^,0)0 (?,"/*)] 
Sus gráficas se observan en las figuras siguientes . 
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Y - c o r X 
Y - C S C X 
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"Y - o r c ^ e c X 
N. 
\ V 
\ 
r/2 
- 1 to IV 
\ 
l 
\ — X 
\ 
1 T-
' I I 
T - ore cor y 
a r c e s e x 
y V 
TT 
r/2 
** S 
/ 
/ 
0 i * 
/ 
— " "TT 
y 
21.9.10 Ejercicios varios 
21.9.10.1 Hallar el valor de sen(2arccos(-3/r)). En efecto: 
Sea = arceos (-¿A?) , entonces cos<\ =-2>/5 , (n/i, n) .Sabemos 
que sen2°^-2sen<cos< »,cost< + sen?k=1 , s e n O O para [n¡¡.,¡]) 
luego sen< = V l - c o s V = V i = 4 / 5 , por lo tanto, 
sen(2arccos(-V¿)) = sen2<^ =2sen<\coso( = z -M/z>5 
21.9.10.2 Hallar el valor de sen(arcsen4f5 +arctan3/4) 
En efecto: Se a<* = are sen 4/5 entonces seno^ =4/S ;/b =arctan3/4 
entonces tan/N = j/4 , oc, fb £ fe n/¿) . s i observamos los triángulos 
tenemos que cose* =3/5^cos/3 = 4/5j sen¿=í>/5 y así sen(A/2> ) = 
senteos/i +cos«vsen/3 = 4/s < H& + 3/6 K ^ ^ / z S - í ^  luego 
sen(arcsen4/5+arctaa?>/4 )= 1 
21.9.10.3 Hallar el valor de cos(2arctan5/¿) 
Sea =arctans/¿, entonces tanA = s/¿ 7 0(6. ,luego 
cos2^ = cos'íx -sen^U =(4-¿5)/¿9 --2X/¿c| y así : 
cos(2arctaní>l¿)= -
A/ s A 
21.9.10.4 Hallar el valor de cos'( n +arctan¿/5) 
Sea o( =arctan¿/6 entonces t a n < = % y así cos( ri +arctan*/5): 
cos(-n +<*)= -EOS^ = - S/VM1 
- 111 -
21.9.10.5 Hallar el valor de sen(2arctan2) 
Sea o( =arctan2 , entonces tanp(=2 G^ 6(0>*r/¿.) luego 
sen(2arctan2)=sen2<?( =2senc\cos°( = ¿*Z/l/5 * ilVS -4/5 
2 
1 
21.9.10.6 Hallar el valor de sec( arcsen(-3/4) ) 
Sea o( = arcsen(-¿/4) entonces sen<*=-3/4 y así sec(arcsen^/4)) = 
seco( = 41 V P 
\ J T 
\ k 
4-\. -3 
21.9.10.7 Hallar el valor de sen(arccos(-VAf3arcsenVJ/¿). 
Sea =arccos(-1/¿) y /b =arcsenv^7¿ entonces cos4 =-V¿y senib-^fc 
luegoo<-2'7/?> ifl-n/>> y así sen(arccos(-1/^V3arcsen\fí/¿)= s e n ( ^ + wó) = 
-sen niì = -\T2ll 
21.9.10.8 Hallar el valor de tan(arcsenl/i+arctan4ii) 
Sea =arcsenl/?> ,/b =arctan4/J entonces sen^ =1fo y tan/3 =4/3 
o¿,/?>£ y así tan(arcseniyj>+arctan4lb) =tan(°c+/?>) = 
t a n X + t a n ^ _ 
1-tan*tanfi» i-1/t/?*4Íi 
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21.9.10.9 Demostrar que arctan¿/¿+ arctani/3 = n/4r 
En efecto : Sea«( =arctan f/Zj fb = a r c t a n e n t o n c e s tan«^ 
tan/3 =^i«,BtMa),tan(ou + (b ) = t a n o ¿ + tan^= ^ + . 1 
1 -tanc\tan& 1-//*<//*> 
como Ji)(b<L(oli/¿) entonces ottAt ( o , ) y para que tan(* + A ) = 1 
debe darse que fí/4 ^  Wb = arctan //¿+ arctan'/3 
21.9.10.10 Demostrar que para 0 ^ X 4 . 1 arcsenX =arccos\/l-X2* n 
arctan-7==, 
V J - X Z 
En efecto: Sea seno( =X 
. V j ^ F 1 
De la figura e o s * =Vj-X* jtán<* = ' 
entoncesc<= arcsenX =arccosVl-x ¿' =arctan 
y así como sene*. =X 
YZ^T" 
21.9.10.11 Hallar X talque arctanX +arctan1 =arctant/¿ 
Sea oi =arctanX,/3 = arctanl entonces t a n < =X ,tan/2>=1; 
luego tan (are tan -f/¿) = 1/z =tan(arctanX +arctan1 ) = t a n ( ^ +/?> ) = 
X + 
1 - X 
-= 1/z y de ésto 2X+2= 1 -X y así X=-1/:S 
21.10 Funciones Hiperbólicas Inversas . 
21.10.1 Y= senhX , es inyectiva en cualquier intervalo ; 
su inversa se define así: 
Y =arcsenhX si y solo si X =senhY 
De la definición se sigue que senh(.arcsenhX)=X y arcsenh(senhY)-
Y . Un bosquejo de sus gráficas se observan en la figuras 
siguientes 
21.10.2 Y= coshX .Esta función es inyectiva por ejemplo 
en (JDj+ÍD) y su inversa se define por : 
Y =arccoshX si y solo si coshY=X , X 7 J , Y ^ 0 
De la definición se sigue que cosh(arccoshX)=X , X 7, 1 y 
arccosh(coshY)=Y t Y ^ O 
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Y - 6 e n h x . 
>j = accsenhx. 
^ ~ C o s h x 
o -t»x 
- Q r c c o s K x 
Las funciones tangente , cotangente ,secante y cosecante 
hiperbólicas inversas denotadas por arctanhX ,arccothX , 
arcsechX ,arccschX se definen así : 
21.10.3 Y=arctanhX si y solo si X=tanhY |X|<1 Y € * f l D) 
21.10.4 Y=arccothX si y solo si X= cothY J X I 7 1 4 1^1 > 0 
21.10.5 Y=arcsechX si y solo si X=sechY Y-^0 X.C (<?,!] 
21.10*6 Y= arccschX si y solo si X= cschY t^rf 0 , 7 O 
Sus gráficas se observan en las figuras siguientes 
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j o o h x 
T - o r c i o o H x 
-i 
c o t h x 
0 
^echx 
y^wcccthx. 
Av 
o 
X - e s c h x 
JV l 
Vi, I 
Y r r Orceech\ 
0 
/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
1 
i 
Y — Û T C C Ô H X 
o 
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21.10.7 Algunas propiedades importantes . 
21.10.7.1 arcsenhX = ln(X + W + l ' ) . X£ (-ff> ,+«> ) 
e
y _ q-' 
En efecto; Si Y=arcsenhX entonces X=senhY = — ,luego 
e
ZY
 —2Xe Y —1=0 y así e Y = 2 X t V 4 X 2 + 1+' = X t V x z + l\ pero 
2 
e Y > 0 »luego e Y = X + \/x z + i' y así Y =ln( X +Vx*- + 1 ) 
21.10.7.2 arccoshX = ln(X + V X 2 - - 1 ), X?/1 
Y .y 
En efecto :Si Y=arccoshX entonces X= coshY = £ . Y>'0 
luego e 2V-2Xe^ + 1 = 0 y'así e ^ = a t V w ^ = 
puesto que Y&0 y X"7/1 entonces eY?/1 , es decir, e Y = 
X t V x z - 11 no puede ser menor que 1 ,1o que hace imposible 
el signo negativo y así e Y = x W x ¿ -1 , es decir 
Y = ln( X +\Tx* - ? ) 
En forma similar se demuestran las siguientes propiedades 
21.10.7.3 arctanhX = J ln(t±*J .|XK1 
21.10.7.4 arccothX = í l n ( ^ |X|>1 
2 \ X-L J ' 
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